
28

terricht mit großen Ideen transparenter machen. ABC-
maths – ein EU-gefördertes internationales Drittmittel-
projekt. In: GDM-Mitteilungen 89, S. 44–47.

Kurz-Milcke, E., Gigerenzer, G. & Martignon, L. (2008). 
Transparency in Risk Communication. Graphical and 
Analog Tools. In: Annals of the New York Academy of 
Sciences 1128, S. 18–28.

Martignon, L. & Krauss, S. (2009). Hands-on activities 
for fourth-graders: A tool box for decision-making and 
 reckoning with risk. In: International Electronic Jour-
nal of Mathematrics Education 4(3), S. 227–256.

Latten, S., Martignon, L., Monti, M. & Multmeier, J. 
(2010). Die Förderung erster Kompetenzen für den 
Umgang mit Risiken bereits in der Grundschule: Ein 
Projekt von RIKO-STAT und dem Harding Center. In: 
Stochastik in der Schule 31(1), S. 17–25.

Martignon, L. & Sander, W. (2008). Der aufgeklärte Um-
gang mit Unsicherheit in der Diskussion über Umwelt 
und nachhaltige Entwicklung: Eine schulische Inter-
ventionsstudie. In: Europäische Akademie, Graue Rei-
he, Bd. 132.

OECD (2003): The PISA 2003 Assessment Framework 
– Mathematics, Reading, Science and Problem Solving 
Knowledge and Skills. URL: http://www.pisa.oecd. 
org/dataoecd/46/14/33694881.pdf (Stand: 20.07.2010).

Reinmann-Rothmeier, G.; Mandl, H. (2001): Unterrichten 
und Lernumgebungen gestalten. In: A. Krapp & B. Wei-
denmann (Hrsg.), Päd. Psychologie. Weinheim: Beltz, 
S. 601–646.

Schweiger, F. (1982). Fundamentale Ideen der Analysis 
und handlungsorientierter Unterricht. In: Beiträge. zum 
Mathematikunterricht 1982, S. 103–111.

Wallman, K. (1993): Enhancing Statistical Literacy: En-
rich ing our Society. In: Journal of the American Statis-
tical Association 88(421), S. 1–8.

Watson, J.; Callingham, R. (2003): Statistical literacy: A 
complex hierarchical construct. In: Statistics Education 
Research Journal 2(2), S. 3–46.

Anschrift der Verfasser

Achim Schiller
Schloßstr. 23
71634 Ludwigsburg
achimvonschiller@web.de

Prof. Dr. Sebastian Kuntze
Institut für Mathematik und Informatik
Pädagogische Hochschule Ludwigsburg
Reuteallee 46 
71634 Ludwigsburg 
kuntze@ph-ludwigsburg.de

Wie fi nden Studierende eine Ausgleichsgerade?1

M. ALEJANDRA SORTO UND ALEXANDER WHITE, SAN MARCOS, LAWRENCE M. LESSER, EL PASO

1  Original: „Understanding Student Attempts to Find
a Line of Fit“ in Teaching Statistics 33 (2011) 2, S. 49–52
Übersetzung: ELKE WARMUTH, BERLIN

Zusammenfassung: Die Methode der kleinsten Qua-
drate zur Anpassung einer Geraden stellt für Studie-
rende nicht den natürlichen Zugang dar. Wir stellen 
drei Aufgaben vor, die das Verständnis der Studieren-
den erforschen sollen.

1 Einleitung

Eines der Prinzipien beim Lehren und Lernen ist das 
Anknüpfen an das Vorwissen der Lernenden (Bransford 
et al. 1999). Lehrende, die die Methode der kleinsten 
Quadrate zur Bestimmung einer Regressionsgeraden 
einführen wollen, müssen dabei die Vorstellungen und 
Fehlvorstellungen ihrer Studierenden zu diesem The-
ma berücksichtigen. Wie gehen Studierende vor, wenn 
sie aufgefordert werden, eine Gerade zu zeichnen, die 
„am besten zu den Daten passt“? Ähnelt ihr Vorgehen 
der Methode der kleinsten Quadrate? Wenn ja, wie 

können wir darauf aufbauen, um ein tieferes Verständ-
nis zu erzeugen? Wenn nein, wie steuern wir um und 
rechtfertigen die Methode der kleinsten Quadrate?

Wie Lesser (1999a) zeigte, geben nur wenige Lehr-
bücher eine Argumentation für das Standardkriterium 
zur Anpassung einer Geraden an. (Das Standardkri-
terium minimiert natürlich den „Abstand“ zwischen 
der Geraden und den beobachteten Punkten, gemes-
sen durch die Summe der Quadrate der vertikalen 
Abstände.) Lesser nennt eine Reihe von alternativen 
Abstandsmaßen und legt Gründe für die Bevorzu-
gung der Summe der Quadrate der vertikalen Abstän-
de dar. Er geht in seiner Diskussion allerdings schon 
von dem Ziel aus, einen Abstand zu minimieren. 

Im vorliegenden Aufsatz stellen wir drei Aufgaben 
vor, die deutlich machen, dass die Abstandsminimie-
rung für Studierende nicht notwendigerweise das na-
türliche Konzept ist. Wenn diese Aufgaben benutzt 
werden, um eine Diskussion über Anpassungsgera-
den anzuregen, können sie ein Sprungbrett zu einer 
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ergiebigen Diskussion werden und die Vorstellun-
gen der Studierenden verdeutlichen. Die Aufgaben 
waren Teil eines einführenden Statistik-Kurses von 
einer Unterrichtseinheit pro Woche auf dem Niveau 
eines 2. Studienjahres an der Texas State University, 
einer großen Universität im Südwesten der Vereinig-
ten Staaten. An dieser Übung nahmen 18 Studierende 
teil, die meisten von ihnen waren entweder Hörer im 
Studiengang Industrielle Technologie oder zukünf-
tige Mathematiklehrkräfte für Mittelschulen. Die 
Übung fand in der Mitte des Semesters statt, nach-
dem die Studierenden in univariate Methoden der 
Beschreibenden Statistik, sowohl graphisch als auch 
numerisch, und in elementare Wahrscheinlichkeits-
konzepte eingeführt wurden. Vor der Bearbeitung der 
Aufgaben erhielten die Studierenden eine kurze Ein-
führung in bivariate Daten und die Zielstellung, mit 
Hilfe einer Variablen eine Vorhersage für die andere 
zu treffen. Es wurde auch dargelegt, dass dies durch 
eine Gerade erreicht wird, die in das Streudiagramm 
(Punktwolke) eingepasst wird.

2 Aufgaben

Die Aufgaben waren in folgenden Kontext eingebet-
tet:

Ein neuerer Aufsatz misst die Zufriedenheit von Perso-
nen in ihrem Beruf mit Hilfe eines Fragebogens, der 14 
Fragen enthält. In der Tabelle 1 bezeichnet y die Punkte 
für die Zufriedenheit und x das Gehalt in Tausend Dol-
lar für eine Stichprobe von 8 vergleichbaren Personen. 

x 31 33 22 24 35 29 23 37

y 17 20 13 15 18 17 12 21

Tab. 1: Grad der Zufriedenheit (y) und Gehalt (x)

Im Zusammenhang mit diesem Beispiel wurden fol-
gende Aufgaben gestellt:

Aufgabe 1: Abbildung 1 zeigt ein Streudiagramm der 
Daten. Zeichnen Sie die Gerade in dieses Streudia-
gramm, die am besten zu den Daten passt.

Abb. 1: Grad der Zufriedenheit (y) und Gehalt (x)

Aufgabe 2: Welches Kriterium haben Sie benutzt, um 
die Gerade festzulegen? Beschreiben Sie, was Sie 
gedacht haben, als Sie eine passende Gerade ausge-
wählt haben.

Aufgabe 3: Zwei Studenten haben unabhängig von-
einander die ihrer Meinung nach beste Gerade ge-
zeichnet. Die Graphen in Abbildung 2 zeigen ihre 
Geraden. Wenn Sie zu entscheiden hätten, welche 
der beiden Geraden besser zu den Daten passt, was 
wäre dann Ihre Wahl? Gibt es irgendetwas in diesem 
Zusammenhang, was Sie ausrechnen könnten?

Abb. 2: Anpassungsgeraden zweier Studenten

3 Antworten der Studierenden

Die Antworten auf die erste und zweite Aufgabe wur-
den durch den Lehrer und einen unabhängigen Wis-
senschaftler in drei große Gruppen eingeteilt. Die 
erste dieser Gruppen kann als Verallgemeinerung des 
Mediankonzepts von Mitte angesehen werden. Acht 
Studierende haben sich entschieden, eine Gerade zu 
zeichnen, die die Datenpunkte halbiert in dem Sinne, 
dass die eine Hälfte oberhalb der Geraden und die an-
dere Hälfte unterhalb der Geraden liegt. Ein Student 
schrieb zum Beispiel: „Ich versuchte eine Gerade in 
der Mitte der Daten zu finden, 1/2 darunter [und] 1/2 
darüber.“

Die zweite Antwortkategorie kann als eine Verall-
gemeinerung des Durchschnittskonzepts von Mitte 
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angesehen werden. Ein Student schrieb z. B. „Mei-
ne Gerade stellt die Durchschnittspunkte der Mittel-
punkte dar.“ Es sieht so aus, als ob sich dieser Student 
vorstellt, dass er die Gerade durch die Mittelpunkte 
verschiedener Punktgruppen zieht. Dies ist ziemlich 
verwandt zur Argumentation für die Median-Medi-
an-Gerade (Walters et al. 2006, Wilson 2010). Das 
Konzept des Durchschnitts aller Punkte kann als 
Ausgangspunkt für eine Diskussion der „kleinsten 
Quadrate“-Geraden benutzt werden. Anhand zahlrei-
cher verschiedener numerischer Beispiele können die 
Studierenden zu der Vermutung gelangen, dass die 
allgemeine „kleinste Quadrate“-Gerade durch den 
Punkt ( 

_________
 x ,  

_________
 y ) verläuft (Vonder Embse 1997). Lesser 

(1999b) beschreibt eine Unterrichtsstunde an einer 
High-School, in der die Schüler zunächst den Punkt 
( 

_________
 x ,  

_________
 y ) einzeichneten und dann den Anstieg der Gera-

den durch diesen Punkt solange variierten, bis sie die 
beste Anpassung gefunden hatten.

Die Antworten der dritten Kategorie versuchten den 
Trend in den Daten dadurch zu erfassen, dass sie 
eine Gerade durch den ersten und letzten Datenpunkt 
legten oder „eine Gerade, die am nächsten zu allen 
Punkten und zum Trend der Daten liegt“ zeichneten. 
Die Strategie des Verbindens zweier Punkte erinnert 
an die Beobachtung von Hung (1997), dass es im-
mer eine Gerade gibt, die die Summe der absoluten 
Abstände minimiert und durch mindestens zwei ver-
schiedene Datenpunkte verläuft. In der weiteren Dis-
kussion versuchten einige dieser Studenten unter den 
möglichen Geraden eine mittlere bzw. unter den mög-
lichen Anstiegen einen mittleren zu finden. Edwards 
(2005) empfiehlt, an diese Intuitionen anzuknüpfen, 
wenn für Studienanfänger Methoden der besten An-
passung durch eine Gerade eingeführt werden sollen. 
Er schlägt als Alternative zur Standardmethode der

kleinsten Quadrate vor, alle  (   n     
2
   )  =   

n(n – 1)
 _______
 2   Geraden

zu betrachten, die durch die möglichen Punktepaare 
verlaufen, und für die Anpassungsgerade den Median 
aller Anstiege und den Median aller Achsenabschnit-
te zu wählen. Lipovetsky & Conklin (2001) zei-
gen, dass der Anstieg der „kleinsten Quadrate“-Ge-
raden ein gewichtetes Mittel aus den Anstiegen der

  
n(n – 1)

 _______
 2   „Paar“-Geraden ist, wobei die Gewichte

durch den „Einfluss (leverage)“ jedes Punktepaares 
gemessen wird. (Der Einfluss wird gemessen als 
Abstand der x-Koordinate eines Datenpunkts vom 
Durchschnitt aller x-Koordinaten, siehe z. B. Bock et 
al. (2007, S. 204).)

Eine Schwierigkeit, die mit den Antworten auf Fra-
ge 1 und Frage 2 verbunden ist, besteht darin, dass 

Studierende, obwohl sie eine gute Anpassungsgerade 
einschätzen können, Schwierigkeiten haben, ihr An-
passungskriterium zu operationalisieren. Beispiels-
weise waren Studierende, die ein Median-Kriterium 
zur Anpassung verwendeten, nicht in der Lage zu 
sagen, warum sie nicht eine waagerechte Gerade ge-
wählt haben, bei der die Hälfte der Punkte oberhalb 
und die Hälfte der Punkte unterhalb liegt ( ~ y  = medi-
an der y

i
). Sie sagten lediglich, dass die waagerech-

te Gerade „eben nicht passt“. Bei der Frage 3 hat-
ten die Studierenden zwischen zwei möglicherweise 
guten Anpassungsgeraden die bessere auszuwählen. 
Außerdem waren sie aufgefordert, darüber nachzu-
denken, ob sie etwas berechnen können, um den Un-
terschied zu quantifizieren. Somit zielte die Frage 3 
auf ein zweites und oft implizites Ziel beim Anpassen 
einer Geraden, nämlich die Güte der Anpassung zu 
messen. Bei dieser Frage wählten die meisten Stu-
dierenden den linken Graphen. Es überrascht nicht, 
dass bei vielen Studenten die Begründung mit ihrer 
Antwort auf Frage 2 konsistent war: „[linker Graph]: 
im wesentlichen drei Punkte oberhalb, drei Punkte 
unterhalb, der letzte Punkt ist fast auf der Geraden“; 
„Dichter zur Mitte oder zum Durchschnitt aller Punk-
te“ und „Der linke Graph folgt dem Trend der Daten 
besser.“. Es tauchte jedoch eine neue Kategorie von 
Antworten auf. Obwohl keiner bei der Frage 2 den 
Abstand der Punkte zur Geraden erwähnte, bezogen 
sich nun vier Studierende auf diesen Abstand. Man-
che sagten, dass die linke Gerade „… eine größere 
Nähe zu mehr Punkten hat als die rechte“ oder „weil 
die Gerade dichter zur Mehrzahl der Punkte ist“. Ei-
nige wenige Studenten bezogen sich spezifischer auf 
die Varianz oder Standardabweichung um die Gera-
de. Für die Unterrichtssituation ist die letzte Antwort 
besonders wichtig, ermöglicht sie doch den direkten 
Übergang zum Konzept der Minimierung der Summe 
der Abweichungsquadrate.

4 Schlussfolgerungen für die Lehre

Es ist interessant, dass die ersten Vorstellungen der 
Studierenden zur Anpassung einer Geraden an Daten 
die Idee der Minimierung der Abstände zwischen den 
Punkten und der Geraden (auch nur informell) nicht 
enthielten. Stattdessen liefen die Anfangsvorstellun-
gen darauf hinaus, die Gerade in die Mitte zu plat-
zieren, sei es so, dass die gleiche Anzahl von Punk-
ten oberhalb und unterhalb der Geraden liegt, sei es 
durch einen „Mittelwert“ der Punkte oder indem man 
irgendwie den mittleren Trend der Daten findet. Dies 
ermöglicht wichtige Schlussfolgerungen für die Leh-
re der „kleinsten Quadrate“-Regressionsgeraden. Ers-
tens könnten die Studierenden ohne eine Diskussion 
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Aus dem Verein zur Förderung des schulischen Stochastikunterrichts
Bericht von der Mitgliederversammlung am 24. September 2011

GERHARD KÖNIG, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Am 24. September 2011 fand 
eine Mitgliederversammlung des Vereins zur Förde-
rung des schulischen Stochastikunterricht statt. Die 
Einladung zu dieser Mitgliederversammlung samt 

Tagesordnung wurde in der Zeitschrift „Stochastik in 
der Schule“ Heft 2/2011 veröffentlicht.
Wir berichten auszugsweise von dieser Mitglieder-
versammlung.
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ihrer natürlichen Ansätze zu Anpassungsgeraden im 
Vergleich zu den mathematischen Standardmethoden 
Schwierigkeiten haben, das der Regression zugrun-
de liegende Konzept zu verinnerlichen. Zweitens 
könnten die Studierenden ihre Vorstellung von bester 
Anpassung fehlerhaft in das Konzept der „kleinsten 
Quadrate“-Methode projizieren. Sie könnten z. B. 
denken, dass die „kleinste Quadrate“-Gerade die 
Eigenschaft hat, dass dieselbe Anzahl von Punkten 
oberhalb wie unterhalb der Geraden liegt. Oder, dass 
ihre Gleichung durch ein einfaches arithmetisches 
Mittel der Punkte oder der Anstiege zwischen den 
Punkten bestimmt ist. Oder sogar, dass die „kleinste 
Quadrate“-Geraden etwas mit Parabeln zu tun hat.

Wenn erst einmal die unterschiedlichen Ideen über 
Anpassungsgeraden in der Gruppe diskutiert worden 
sind, kann Übereinstimmung darüber erzielt werden, 
dass der Abstand zwischen der Geraden und den Be-
obachtungspunkten minimiert werden soll. Aber wie 
messen wir den totalen oder mittleren Abstand? An 
dieser Stelle können die Studierenden mit verschie-
denen Abstandsmaßen konfrontiert werden (Lesser 
1999a). Wenn sie die Wahl der (Summe der Qua-
drate der) vertikalen Abweichungen akzeptiert ha-
ben, können die Studierenden Software nutzen, um 
die Summe der Quadrate zu visualisieren (NCTM 
n. d.; siehe auch die applets in Bush et al. 2009, z. B.
http://hadm.sph.sc.edu/COURSES/J716/demos/
LeastSquares/LeastSquaresDemo.html)1. 

Anmerkung
1 Zugriff der Übersetzerin am 04.11.2011
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